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Aufgabe 1 (2)

Gegeben sei die Projektion auf die z-Achse im R? durch A : R? — R?, (z,9)T — (x,0)7T.
Versuchen Sie den Homomorphiesatz zu veranschaulichen, indem Sie Kern A und Bild A
berechnen und exemplarisch einige Elemente aus R?/Kern A und deren Bilder unter

A :R?/Kern A — Bild A mit v + Kern A — A(v) in den R? einzeichnen.

Aufgabe 2 (4)
Es seien U und W endlich-dimensionale K-Vektorraume. Beziiglich der folgenden ,,punkt-
weisen Operationen® ist auch das kartesische Produkt U x W ein K-Vektorraum:

o (up,wy) + (ug,ws2) := (u1 + ug, w; + ws), fir alle uj,us € U, w1, wy € W und

o k- (u,w):= (ku,kw), fir alle k € K,u e U,we W.

a) Benutzen Sie die Abbildung A : U x W — W mit (u,w) — w und den Homomor-
phiesatz, um zu zeigen, dass dimg (U x W) = dimgU + dimg W gilt.

b) Nun seien U und W Unterrdume eines K-Vektorraumes V. Betrachten Sie die Ab-
bildung A : U x W — V, gegeben durch A(u,w) = u — w, fir alleu € U,w € W.
Zeigen Sie, dass A ein Homomorphismus ist und bestimmen Sie Kern A und Bild A.

c¢) Folgern Sie aus den vorherigen Teilaufgaben erneut die Dimensionsformel fiir Unter-
raume.

Aufgabe 3 (4)
Es seien U und W Unterrdume eines K-Vektorraumes V.

a) Betrachten Sie die Abbildung A : W — V/U mit w — w + U und folgern mithilfe
des Homomorphiesatzes, dass gilt: W/ (W NU) = (W +U)/U.

b) Nun sei W ein Unterraum von U und U ein Unterraum von V. Benutzen Sie erneut
den Homomorphiesatz und die Abbildung A : V/W — V/U mit v+ W +— v+ U und
folgern damit, dass gilt: (V/W)/(U/W) = V/U.
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